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Uzitecné vztahy
Opakovani
Pro goniometrické funkce plati
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Pro logaritmus plati
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Obréazek 1: y = log, (z)
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Funkce
Méjme mnoziny A, B, C'. Potom

e fce f: A — B je zobrazeni (pfedpis), ktery kazdému x € A pfifazuje néjaké f(z) € B. Obraz mnoziny
A je mnozina

f(A)={yeB:3xec A: f(z) =y},

e inverzni fce k f je f~' : B — A, ktera pro libovolnou dvojici z € A a y € B spliuje
f@)=yez=["(y),

e slozeni dvou zobrazeni f : A - Bag: B — C jefce h: A — C splijici h(z) = g(f(z)) Vz € A.
Pouziva se znaceni h = g o f.

Fce f: A— B je
e prosta, pokud Va,y € A: f(x) = f(y) =z =y,
e na (neboli surjektivni), pokud Yy € B 3z € A: f(x) =y,

e bijekce, pokud je f prosta a na.

Pro M CR axz € M plati, ze
e z je maximum M <& Vae M :a < z.
e 1 je minimum M & Vae M :a > .
o zjesupremum M < MaeM:a<xz)A(Ve>03IbeM:xz—e<bh).

e zjeinfimum M < VaeM:a>z)AMe>03be M:x+e>D).
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Posloupnosti

Posloupnost je fce a : N — M, kde jednotlivé ¢leny posloupnosti zna¢ime a(n) = a,. Celou posloupnost pak
znacime (a,) = {a,}5%; C R. Posloupnost nazveme

(a) rostouci (resp. klesajici), pokud Vn € N : apy1 > ap, (resp.ant1 < an),

(b) nerostouci (resp. neklesajici), pokud Vn € N: ay11 < ay, (resp.api1 > ap).

Méjme nyni redlnou posloupnost (a,) C R a a € R. Cislo a nazveme (vlastni) limitou posloupnosti (a,),
pokud
VYe>03IneNVn>n:la—ay| <e.

Rekneme, ze posloupnost ma nevlastni limitu 0o, pokud
VK eR IneNVn>n:+a, > K.

K oznaceni pouzivame

lim a, =lima, = a.
n—oo

Exponenciala se zakladem e se d& definovat pomoci nekoneéné rady
. . T\ . " /n AN x? xk

1=
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Posloupnosti 11

Pro a € R jsou definované vyrazy a4 oo, +(co+00), a-(£00), %= aproa # 01i i% Jiné vyrazy s nekonecny
nejsou dobfte definované.

Necht a,,, b, a ¢, jsou posloupnosti a a € R. Potom

1.

- W

limy, 00 @, = 0 S limy, 00 |an| = 0.

Necht lim, o an, = a € RU{£o0} a b, je podposloupnost a,. Potom lim,, s @, = limy, o0 by.
Necht k € N je nezavislé na n, lim,_, a, = a, a, > 0,Vn € N. Potom lim,,_,o ¥/a, = {/a.
Necht lim,, ,o a, = 0 a b, je omezend. Potom lim,, .. a,b, = 0.

Necht lim,, o0 @y = lim,,_soe b, = a a necht Ing € N Vn > ng : a,, < ¢, < b,. Potom lim,, o ¢,, = a.

. Necht a,, > 0 Vn > ng € N. Potom lim,, o, a’* = lim,, o, e’ In(an)

Necht a,b € R a k € N. Pak

ak _ bk: — (a_ b)(ak‘—l +ak—2b+ +abk‘—2 +bk_1).
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Rady

Pro fadu )~ a,, definujeme ¢astecny soucet

n
Sp = g a; =ai + -+ anp.
i=1

Nekonecnou fadu pak definujeme jako lim,, o Sp.

Radu nazveme absolutné konvergentni, pokud >_°7 | |a,| < co. Absolutni konvergence implikuje neabsolutni

oo oo
Z|an| <ooé2an<oo.
n=1 n=1

Necht Y>> a, a Y .o by, jsou Ffady s nezdpornymi ¢leny.

Pokud fada ).~ | a,, konverguje, pak lim,_,~ a, = 0. (nutnd podminka konvergence)

Pokud 0 < limy, o 3 < 00, pak >0 | an konverguje < > | b, konverguje. (srovndvact kritérium)

Pokud lim,,_, o {/a, > 1, pak >~ | a, diverguje. Pokud lim,,_,~, {/a, <1, pak > | a, konverguje.

(Cauchyovo odmocninové kritérium,)

Pokud limsup,,_,., /a, > 1, pak Y 7 a, diverguje. Pokud limsup,_,. /a, < 1, pak > 2 a,
konverguje. (Cauchyovo odmocninové kritérium)

Pokud limy, 0o “2** > 1, pak 377 | a, diverguje. Pokud limsup,,_, ., “** < 1, pak 7% | a,, konver-
guje. (d’Alambertovo podilové kritérium)

Necht >0 a, a ) .o by, jsou fady a necht a; > ap > -+ > 0.

Pokud lim,,_,o a, = 0 a Ffada -, b, ma omezené Castecné soucty, potom >~ a,b, konverguje.
(Dirichletovo kritérium,)

Pokud }"° | b, konverguje, pak i Y . | a,b,, konverguje. (Abelovo kritérium)

Pokud Y | a, konverguje < > 2™agn konverguje. (Cauchyovo kondenzacni kritérium)
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Limity funkci

Znamé limity jsou
* In(1
lim € = lim = lim M
x—0 x z—0 x x—0 x

Platnost ukazeme pozdéji.

Symboly o a O:
Necht a € R*,§ > 0 a f, g jsou definované na prstencovém okoli P(a,d), pficemz g je zde kladna. Pokud

potom piSeme f = o(g) pro x — a.
Pokud existuje ¢ > 0 tak, ze
Vo € P(a,0) : [f(x)] < cg(x),

pak piSeme, ze f = O(g) pro x — a.

Heineho véta:
Necht a € R*, M C R,P(a,0) "M # () pro kazdé 6 > 0,f : M — R a A € R*. Pak jsou ekvivalentni

nasledujici tvrzeni
o lim, ,, f(z) = A,

o Va, CM:x,#aV¥neNalim,_ .z, = a plati, ze lim,,_, f(z,) = A.

Limita sloZené fce: Necht ¢, A, B € R*, f(x) je definovana na néjakém prstencovam okoli A, fce g(z) je
definovana na néjakém prstencovém okoli c,

lim f(z) = B, lim g(z) = A,

a plati alespon jedna z podminek

e f(x) je spojitd v bodé A,

e Na néjakém prstencovém okoli P(c,d) fce g(z) nenabyva hodnoty A.
Potom

lim f(g(x)) = B.

T—C

Scitaci vzorec pro tan je

tan(a) + tan(b)
1 F tan(a) tan(b)’

tan(a £ b) =
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Derivace

Derivaci definujeme pomoci

df ~d, . o fleth) - f2)
@-@f—f(—f,x)—hm h .

Derivace vyssiho fadu (tady k) znacime

dFf d d
S T _d 4
daxk PP L) dr dx
—_———
k—krat
Na cviceni 7 jsme spocitali zakladni limity
(a) % = az® Y (d) dde: =e",
(b) “E = cos(a), () T2 =1,
( ) dczi(m) — —Sin(.’L‘), (f) darc;;n(x) _ 1+1m2.

Daéle na ptrednésce se dokdzalo (pro f(z),g(x) fce a o, B € R)

df- d d d d d df(y) d
() =g+ S (o) g = S = i
d (f) _ flg=1fd
(b) f(af +8g) = all + g2, (@) & (§) = L5t
Pro vypocet limity ve které se vyskytuje neurc¢ity vyraz typu 2, nebo % 1ze pouzit I’Hospitalovo pravidlo
fl) (@)

lim —= =1 .
o0 g(w) a0 /()
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Prabéh funkce
Pro funkce f € C* plati,

(a) f'(z) > 0= f jerostouci v bodé z,

(b) f'(x) < 0= f je klesajici v bodé z,

(¢) f/(x) =0= f ma v bodé z lokalni extrém.
Pro funkce f € C? plati,

(a) f"(x) > 0= f je konvexni v bodé z,

(b) f"(z) < 0= f je konkdvni v bodé x,

(¢) f"(x) =0= f mé v bodé z inflexni bod.
Pokud ma fuknce f asymptotu y = kx + ¢ kdyz jde to £oo, pak

k= lm 1@

r—Foo I

, gq= lim f(x)—kx

r—+oo

jsou vlastni limity.
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Taylortv rozvoj

Taylortiv polynom stupné n € Ny v bodé xy € R funkce f je

) (g |
Th @) = Tolw) = Y T (0 - ) =

, 1
1=0

" x (n) T
Flao) + (o) — a0) + L0z a2 o L e
Zbytek (chyba) Taylorovy aproximace je ddna jako
(n+1)
frxo _ f (C) . n+1
kde ¢ lezi mezi x a xg.
Neékteré zakladni Taylorovy polynomy v bodé xy = 0 jsou
o0 p2itl -
. _ 1y L
sin(e) ;( T A TR
o0 Ry e R
cos(x) = ;(71) 20 =1 ot
o 2i41 3 5
B i1 T B x
arctan(x)—;(—l) T _x_§+€_
= 7 x?2 a3
T _ _
6_225 Lot o+ 5+
11’1(1+$)_i( 1)’L+1x —x—ﬁ+ﬁ_
4 ) 2 3
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Integraly

Véta o substituci (alias “inverzni derivace slozené fce”)
Méjme ¢ : (a,b) = (o, 8) a f : (o, 8) = R, kde ¢ mé vlastni prvni derivaci v§ude na (a,b). Pak

F(o(z)) + ¢ = / (o) () de,

kde F: (o, 8) — R je primitivni funkce f.

Integrace per partes (alias “inverzni derivace sou¢inu”)
Necht f,g: (a, 8) — R jsou spojité na («, 8) a F,G : («, 8) — R jsou k nim primitivni funkce. Pak

F(z)G(z) +c= /f(x)G(:r) dz + /F(x)g(ac) dz.

Linearita (alias linearita)
Necht f,g: (o, 8) — R jsou spojité a «, 8 € R. Pak

/af+ﬁgdx:a/fdx+ﬂ/gdx
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Urcité integraly
Fundamental theorem of calculus:
Necht [a,b] C R, f: [a,b] — R je spojita na [a,b] a necht F' je primitvni funkce k f. Pak

/ (@) de = F(b) — F(a).

Véta o substituci
Necht ¢ : (a,b) > R a f: («a,5) — R, kde ¢ méa vlastni prvni derivaci vSude na (a,b). Oznacme

J = ¢((a7 b)) = {¢(t)7t € (a7 b)}
Necht f je spojitd na J a integrovatelnd na vnitiku J. Pak
é(b)

b
)¢ (z) dz = ) dx.
/a (o) () /¢ @

Integrace per partes
Necht f,g: (a, 8) — R jsou spojité na («, 5) a F,G : (a, ) — R jsou k nim primitivni funkce. Pak

b b
/ f(2)G(z) dz = [FG’, - / F(2)g(z) dz,

kde
[FGI® = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Integrdlni kritérium konvergence:
Necht f: (0,00) — R je nezdpornd, klesajici fce. Pak

/" dxézf(w)é/lmf(x—l) dr

YA
Yy=-
x
1
1__
1/2
1/3
/3 1/ 1/5
R
0 1 2 3 4 5 6

Obrazek 2: Vizualizace integralniho kritéria.
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Urcité integraly II

Délka krivky
Necht f : [a,b] — R m4 na [a, b] spojitou prvni derivaci. Pak délka kfivky [ grafu mezi a a b je

b 2
= / 1+ (df(x)) dx.
o \/ dx
Rotacni téleso

Necht f : [a,b] — R] . Pak objem télesa vzniklého rotaci grafu f v R?® kolem osy z je

V= /bﬁfz(x) dz

s [t (U0

a jeho povrch je


https://kam.mff.cuni.cz/~sychrovsky/MA1_2022/analyza_1.html

Cviceni z matematické analyzy 1 https://kam.mff.cuni.cz/ sychrovsky/MA1_2022/analyza_1.html

Pro¢ matematicka analyza

Gradient
Pro fci vice proménnych f = f(x1,...,2,) miZeme studovat zménu jeji velikosti vzhledem ke kazdé z
proménnych. Pokud budeme fixovat vSechny proménné aZ na k-tou, mizeme definovat parcialni derivaci
vzhledem ke k-té proménné

of _ 1 flxr, ..,z +hyoooyzn) — fx1,. .. 2n)

—— = lim

&ck h—0 h

)

kterou muzeme téz znaéit Oy f. Takova derivace ndm tikad velikost zmény f, pokud zménime pouze xf.
Mtzeme uvazovat vektor vSech takovych moznych zmén, kterému se ¥ika gradient

vf:(alf7vanf)7

ktery nam fika takovou zménu v prostoru parametri x;, ktera zptsobi nejvétsi lokalni zménu f, neboli je to
smér nejstrménsiho ristu f v daném bodé.

Diferencidlni rovnice
Rovnice, kterd dava do souvislosti funkci a jeji derivace se oznacuje jako diferencialni rovnice. Danou dife-
rencidlni rovnici jde klasifikovat na zakladé mnoha faktort, napr.

v

e nejvyssi fad derivace (mluvime o diferencidlni rovnici néjakého fadu),

e pokud se zde vyskytuji derivace podle jedné proménné (tkz. obycejné diferencidlni rovnice), nebo jsou
v ni parcidlni derivace podle vice proménnych (tkz. parcidlni diferencialni rovnice),

e zda je hledan4 fce nasobend jejimi proménnymi (tkz. nelinedrni diferencidlni rovnice), nebo ne (linedrni),
o ...

Resenim nékterych typti se da stravit cely Zivot.
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